Temat 15

Drogi na lodzie — Drzewa Steinera

Streszczenie

Czasem drobna, pozornie mato znaczaca, zmiana w sformutowaniu jakiego$ problemu,
utrudnia w znaczacy sposob jego rozwigzanie. Problem przedstawiony w tym scenariuszu
przypomina wczesniej analizowany (,,Zabtocone miasto”, zajecia nr 9), gdyz dotyczy
znajdowania najkrotszej drogi w sieci. Roznica polega na tym, ze dozwolone jest
dodawanie nowych punktow w sieci, co pozwala zmniejszy¢ dlugos¢ drogi. W
konsekwencji problem okazuje si¢ o wiele bardziej ztozony i w sensie algorytmicznym
blizszy jest tamigtowkom przedstawionym w scenariuszach ,,Biedny kartograf” (zajecia
nr 13) i,,Miasto turystyczne” (zajecia nr 14).

Wiek
v Tiwiecej

Materiaty

Kazda z grup uczniéw powinna otrzymac:

e piec lub sze$¢ kotkow to umieszczenia w ziemi (np. kotki mocujgce do namiotu
lub elementy wieszaka na ptaszcze)

e kilka metréw sznurka lub gumki
e linijke lub taSme do mierzenia

e dhlugopis i papier do notowania
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Drogi na lodzie

Wprowadzenie

Historia opisana w scenariuszu ,,Miasto turystyczne” miata miejsce w bardzo goracym
kraju. W tym scenariuszu narracja dotyczy zupenie innej czeéci $wiata. Na mroznej
potnocy Kanady, zimg na powierzchni ogromnych zamarznigtych jezior — ptugi $niezne
wytyczaja drogi, ktdre tacza miejsca dziatania wiez wiertniczych w celu umozliwienia
zatogom na odwiedzanie sie. Warunki klimatyczne wymagaja, aby taczna dtugosé
budowanych drég byla jak najmniejsza. Pozostaje odpowiedzie¢ na pytanie o lokalizacje
drog. Nie ma przy tym zadnych ograniczen: drogi mogg by¢ budowane w jakimkolwiek
miejscu — jeziora sg w cato$ci zamarzniete i pokryte $niegiem. Ich powierzchnia jest
plaska.

Droga powinna oczywiscie sktada¢ si¢ z prostych odcinkow (tworzy¢ famang) —
wprowadzanie lukow niepotrzebnie zwigkszatoby dlugosé¢ drogi. Nie oznacza to jednak,
ze zadanie polega na do$¢ prostym potaczeniu odpowiednich lokalizacji prostymi
odcinkami drogi — dodanie skrzyzowan moze pozwoli¢ na zredukowanie catkowitej
dhugosci drog na lodzie — t¢ warto$¢ chcemy uczyni¢ jak najmniejsza.

Rysunek ukazuje, (a) trzy lokalizacje wiez wiertniczych. Potgczenie jednej z nich

Z pozostatymi dwoma (jak w (b)) daje w efekcie poprawnie zbudowang sie¢ drogowa.
Innym rozwigzaniem bedzie dodanie skrzyzowania gdzie§ w srodku i potaczenie tego
skrzyzowania odcinkami z kazda z lokalizacji (C). Okazuje si¢, ze faczna dhugos¢
odcinkow tej drugiej sieci jest istotnie mniejsza. Tego rodzaju skrzyzowanie nosi

W matematyce nazwe punktu Steinera, na czes¢ Jakuba Steinera (1796-1863), ktory
sformutowat opisywany problem i jako pierwszy spostrzegl, ze szukana dlugo$¢ moze
zosta¢ zredukowana przez wprowadzenie do sieci dodatkowych punktow. W naszym
zadaniu mozemy je traktowac jako nowe, fikcyjne, miejsca dziatania wiez wiertniczych.
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Dyskusja
1. Przedstaw uczniom problem, nad ktérym beda pracowaé. Uzywajac przyktadu opisanego

we wprowadzeniu, pokaz uczniom, ze w przypadku Sieci z trzema wiezami wiertniczymi,
najlepsze rozwigzanie wymaga dodania dodatkowego wezta sieci (fikcyjnej wiezy).

(a) (6)
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2. Uczniowie beda zajmowac si¢ przypadkiem czterech wiez, ktorych lokalizacje
przedstawione sg schematycznie jako punkty, stanowigce wierzchotki kwadratu (rysunek a).
W przypadku zaje¢ prowadzonych na zewngtrz uczniowie powinni rozpoczaé prace od
wetkniecia czterech kotkow w ziemig (np. trawnika) w taki sposob, by stanowity
wierzchotki kwadratu rozmiaru 1 metr na 1 metr.

3. Pole¢ uczniom, by wykonali kilka prob tgczenia na rézny sposob kotkéw sznurkiem lub
gumka. Powinni zapisywac¢ wyniki pomiaru dtugosci catkowitej sznurka czy gumki. Na tym
etapie uczniowie nie powinni postugiwac si¢ dodatkowymi kotkami, ktére stanowityby
punkty Steinera. (Najmniejsza z mozliwych dtugosci uzyskuje sie, taczac trzy kolejne kotki,
co odpowiada narysowaniu trzech bokow kwadratu. Ukazuje to rysunek b. Laczna dhugosé
sieci drog to trzy metry.)

4. W drugim etapie uczniowie powinni poszuka¢ lepszego rozwigzania problemu, uzywajac
dodatkowych kotkow, najpierw jednego z potem dwoch. (Najlepsza jego lokalizacja jest
srodek kwadratu. Pokazuje to rysunek c. Laczna dlugoéé drog wynosi wtedy 2V2 metra, w
przyblizeniu 2,84 metra.) . Uczniowie (lub nauczyciel) powinni zasugerowa¢ poszukanie
rozwigzania z uzyciem dwoch kotkow. (Okazuje sig, ze umieszczenie dwoch punktow
Steinera w sposob ukazany na rysunku d, na ktorym katy migdzy odcinkami sieci sg rowne
120°, daje rozwiazanie w postaci sieci o tacznej dtugosci 1 + V3 metra, czyli ok. 2,73
metra.)

5. W ostatnim etapie uczniowie powinni podja¢ probe dalszego ulepszenia rozwigzania,
uzywajac trzech kotkéw. Ta zakonczy si¢ jednak niepowodzeniem. (Nie jest po prostu
mozliwe znalezienie lepszego rozwigzania niz to z uzyciem dwoch punktow Steinera.)

6. Na koniec podkresl to, na czym polega trudno$¢ zadania, ktérym si¢ zajmowali. (Nie
wiadomo, gdzie umiesci¢ punkty Steinera i trzeba dokonaé¢ wielu prob, by to sprawdzic.)
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Karta pracy. Drzewo Steinera. Przyktad 1

Zaprojektuj sie¢ drég taczacych wieze wiertnicze w taki sposdb, aby tgczna suma
dtugosci drdg, zbudowanych na zamarznietym jeziorze, byta jak najmniejsza.
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Karta pracy: Drzewo Steinera. Przyktad 2

Zaprojektuj sie¢ drég taczacych wieze wiertnicze w taki sposob, aby tgczna suma
dtugosci drég, zbudowanych na zamarznietym jeziorze, byta jak najmniejsza.
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Modyfikacje i rozszerzenia
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] ] .

(c) (d)

-
N,

N
/

p
\

1. Grupy ucznidéw, ktore w krotkim czasie, rozwigza problem dla wersji z kwadratem, moga
sproébowac swoich sit probujac szukaé rozwigzania dla wersji z prostokatem rozmiaréw 1 metr na

2 metry. Uczniowie powinni odkry¢, ze dodanie
jednego dodatkowego kotka nie pozwoli ulepszy¢
pierwotnego rozwigzania, w przeciwienstwie do
rozwigzania z dwoma dodatkowymi. (Odpowiednie
sumy dhugo$ci drog w sieci (drzewie) to odpowiednio
cztery metry w sytuacji z rysunku b, 25 metra, czyli
ok. 4,47 metra w sytuacji jak na rysunku ci2 + \3,
czyli ok. 3,73 metra jak dla d.) Uczniowie powinni
zastanowic sig, dlaczego w przypadku prostokata
inaczej niz w przypadku kwadratu, nieskuteczne jest
dodanie tylko jednego kotka. (Przyczyna tkwi w tym, iz
przy przej$ciu z kwadratu do prostokata w rozwigzaniu
b zwieksza si¢ tylko jeden odcinek, natomiast w
rozwigzaniu ¢ wydtuzaja si¢ obie przekatne.)

2. Starszym uczniom mozemy zaproponowaé
rozmiar6w trudniejsze wersje zadania (z karty pracy).
Uczniowie moga zapisywac efekty kolejnych prob
rozwigzania zadania, uzywajac kopii karty pracy albo
postugujac sie przezroczysta folig natozona na karte
pracy i wymazywalnymi pisakami. Moga tez wykonaé
odpowiedni model, postugujac si¢ kotkami wbitymi w
ziemi¢. Wowczas uczniowie powinni informowac na
biezaco o efektach kolejnych prob. (Rysunki po prawej
stronie pokazuja optymalne rozwigzanie dla przyktadu z
pierwszej karty pracy oraz dwa przyblizone rozwigzania
o zblizonej wartosci dla przyktadu z drugiej karty.)
Istnienie dwoch roznych ale podobnych (w sensie
tacznej dtugosci drog) rozwigzan jest znakomita
ilustracjg dla odpowiedzi na pytanie o stopien trudnosci
tego rodzaju problemow optymalizacyjnych — istnieje
tak wiele potencjalnych lokalizacji punktéw Steinera!

Drzewo Steinera
(rozwigzanie optymalne)
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Drzewa Steinera
(dwa rozwigzania przyblizone)
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3. Do dalszych eksperymentoéw
postuzy¢ moga uczniom przyktady ) ]
sieci zwanych drabinowymi. N/

o, & e

L)
¥
(]
Przyktady drzew Steinera dla % i
wybranych sieci pokazane jest na ¢ 4 ®
rysunkach po prawej stronie.

Drzewo dla drabiny dwuszczeblowej

jest identyczne z tym dla kwadratu.

Natomiast w przypadku drabiny

trzyszczeblowej rozwigzanie jest juz ®
zupelnie inne -- co odkryjesz %
probujac je narysowaé z pamigci!

Rozwiazanie dla czterech szczebli f
stanowig dwa drzewa Steinera ®
polaczone odcinkiem. Jednak w

przypadku pigciu szczebli

rozwigzanie jest nie jest juz prostym

polaczeniem rozwigzan dla dwu- i

trzyszczeblowej drabiny. Ogolnie ® ps ° e ®
rzecz biorac, ksztalt minimalnego % i o — i
drzewa Steinera dla sieci — i %
drabinowych zalezy od parzystosci i %:l V7 %
liczby szczebli. Jesli jest ich parzysta Py ® ‘9. ® ®
liczba, to drzewo jest suma drzew

dla kwadratéw uzupetiona o odcinki taczace drzewa. W pozostatych przypadkach
rozwigzanie przypomina ciag rozwigzan dla trzech szczebli. Nietatwo jest jednak podac
$cisly matematyczny dowdd.

4. Jeszcze innym ciekawym pomystem na zajecia dla ucznidow jest przygotowanie modeli
drzew Steinera z uzyciem baniek mydlanych. Wystarczy postuzy¢ si¢ dwoma
przezroczystymi ptytami z plastiku i odpowiednig liczba szpilek, ktére beda wyobrazad
miejsca na lodowej powierzchni jeziora, ktore maja by¢ polaczone sieciag drog. Ukazuje to
ponizszy rysunek.
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Model nalezy zanurzy¢ w roztworze mydta. Po wyjeciu blony mydlane powinny by¢
widoczne pomigdzy szpilkami, tworzac pigkny przyktad drzewa Steinera.

Niestety niekoniecznie musi to by¢ minimalne drzewo Steinera. Powierzchnie bton
mydlanych tworzg optymalne uktady tylko lokalnie. Globalnie optymalne rozwigzania
dla catego zbioru szpilek mogg by¢ zupehie inne. Mozna wyobrazi¢ sobie, ze w
przypadku szukania rozwigzania dla drugiego z uktadoéw z pkt. 2 tego podrozdziatu, raz
powierzchnie bton mydlanych przypominalyby jedno z przedstawionych wyzej
rozwigzan przyblizonych, a innym razem drugie.
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O co w tym wszystkim chodzi?

Sieci (grafy), o ktorych byla mowa w tym scenariuszu, to minimalne drzewa Steinera.
Nazywa si¢ je ,,drzewami”, poniewaz nie zawierajg cykli. Podobnie galezie na
prawdziwym drzewie rosng W pewnym oddaleniu od siebie i nie zrastaja si¢ zwykle ze
soba. Sieci te nazywa si¢ drzewami ,,Steinera”, poniewaz mogg zawiera¢ dodatkowe
wierzchotki, inne od wierzchotkow wejsciowych, ktére w sumie wraz z krawgdziami
tworza drzewo. Nazywa si¢ je ,,minimalnymi”, gdyz nie istnieja drzewa mniejszych
rozmiarow (krétszej dugosci) taczace zadane punkty. W scenariuszu ,,Zabtocone miasto”
(zajecia nr 9) rozwiazaniem ukazanych tam probleméw byly minimalne drzewa
rozpinajgce: drzewa Steinera roznig si¢ od tamtych w zasadzie tylko tym, ze podczas ich
wyznaczania dopuszczalne jest uzupetnienie wyjsciowego zbioru punktow (lokalizacji) o
dodatkowe punkty (skrzyzowania).

Interesujgce jest to, ze istnieje wydajny (efektywny) algorytm znajdowania minimalnego
drzewa rozpinajacego — metoda zachtanna, ktora polega na wielokrotnym powtarzaniu
czynno$ci taczenia krawedzig (odcinkiem) dwoch w danym momencie najmniej
oddalonych od siebie wierzchotkow (punktow), ktore nie sa potaczone zadna $ciezka. Nie
ma natomiast prostego rozwigzania dla problemu minimalnego drzewa Steinera. Wynika
to z tego, ze nie ma prostej odpowiedzi na pytanie o miejsce umieszczenia dodatkowych
punktéw. Trzeba zaznaczy¢, ze trudno$é¢ dotyczy nawet rozwigzan przyblizonych: dlatego
dwa przyblizone rozwigzania jednego z przyktadow przedstawionych w scenariuszu
roznig sie. Inaczej mowiac: jesli wlasciwe okresli sie pewnej wielko$ci obszary, w
ktorych powinny znalez¢ sie dodatkowe punkty, to doprecyzowanie ich potozenia jest juz
sprawg wzglednie prostg. Potrafig to dobrze zrobi¢ btony mydlane. Podobnie komputery.

Zagadnienie poszukiwania minimalnych drzew Steinera znalazto swe praktyczne
zastosowanie w czasie wydarzen zwigzanych z rynkiem telekomunikacyjnym w Stanach
Zjednoczonych i zwigzane bylo z mozliwosciag zaoszczedzenia duzych kwot pieniedzy.
Przed rokiem 1967 (wowczas nastgpita demonopolizacja rynku telekomunikacyjnego),
wielkie firmy dzierzawity linie telefoniczne od film telekomunikacyjnych. Wielkos¢
rachunku nie byta obliczana na podstawie pomiaru wykorzystania rzeczywiscie
uzywanych kabli, ale na podstawie oszacowania kosztu wykorzystania kabli najkrotszej
mozliwej sieci zdolnej do realizacji potaczenia sieci. Argumentacja dla takiego
rozwigzania byto uniemozliwienie pobierania wyzszych optat od klientow, ktére bylyby
skutkiem stosowania przez firmy telekomunikacyjne okreznych tras w sieci. Pierwotnie
algorytm, ktory stuzyt do naliczania optat dziatat w oparciu o ustalanie odpowiedniego
minimalnego drzewa rozpinajacego. Jednak, okoto roku 1967, jeden z klientow firmy
telekomunikacyjnej — pewna linia lotnicza, ktéra w ramach prywatnej sieci telefoniczne;j
dzierzawita trzy wielkie centrale telefoniczne — zauwazyla, ze dodatkowa centrala
telefoniczna w $rodku sieci spowodowataby zmniejszenie dlugosci sieci. W konsekwencji
firma telekomunikacyjna zostata zmuszona do obnizenia optat do wartosci, jaka
wynikataby wprost z kalkulacji kosztéw w przypadku istnienia dodatkowej centrali
telefonicznej w punkcie Steinera! Chociaz, w typowym przypadku, dlugo$¢ minimalnego
drzewa Steinera jest tylko od 5% do 10% krotsza od dtugosci minimalnego drzewa
rozpinajacego, to wspomniane wyzej oszczednosci moga by¢ istotne, gdy dotyczy to
duzych kwot finansowych. Problem drzewa Steinera jest czasami okreslany jako problem
najkrétszej sieci, poniewaz wiaze si¢ z poszukiwaniem najkrotszej sieci, ktora taczy zbidr
punktow.
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Po zapoznaniu si¢ z dwoma wcze$niejszymi scenariuszami o problemie kartografa i
turystycznego miasta, czytajgcy te stowa nie powinien by¢ zaskoczony tym, ze problem
znajdowania minimalnego drzewa Steinera jest problemem NP-zupelnym. Wraz ze
wzrostem rozmiaru problemu (liczby punktow do potaczenia), rosnie liczna potrzebnych
do rozpatrzenia przypadkow lokalizacji punktow Steinera. Sprawdzenie wszystkich
mozliwo$ci (przez proste przeszukiwanie) staje si¢ praktycznie niemozliwe do
wykonania. Problem jest jednym z tysigcy problemow, o ktorych po prostu nie wiadomo,
czy istnieja dla nich algorytmy o ztozono$ci wielomianowej. Udowodniono natomiast, ze
znalezienie efektywnej metody rozwigzania jednego z problemow klasy NP-zupeinych
oznacza istnienie takich metod dla pozostatych, np. problemu kolorowania grafu czy
szukania minimalnych zbiorow dominujgcych w grafie.

W podsumowaniu do poprzedniego scenariusza wyjasniliSmy, ze skrot ,,NP” oznacza
,hiedeterministycznie wielomianowy” (ang. ,,non-deterministic polynomial”) a okreslenie
»zupetny” odnosi sie do faktu, o ktérym wspomnieliSmy w poprzednim akapicie:
hipotetyczny algorytm wielomianowy dla jednego z probleméw tej klasy mozna
przeksztalci¢ w algorytmy rozwigzujace inne problemy. Zbior probleméw, ktore mozna
rozwigza¢ w czasie wielomianowym nazywa si¢ klasg P. Mozna wigc postawié¢ pytanie:
czy P =NP? Odpowiedz nie jest znana i jej poszukiwanie jest jedng z najwigkszych
tajemnic wspolczesnej informatyki teoretyczne;.

Problemy, ktore da si¢ rozwigzaé z uzyciem algorytmow wielomianowych — nawet jesli
nie sg one bardzo szybkie — nazywa sie wykonalnymi (ang. ,,tractable”). Problemy, dla
ktorych nie istniejg takie algorytmy, nazywa si¢ niewykonalnymi (ang. ,,intractable™),
poniewaz niezaleznie od szybkosci komputera czy liczby komputerow uzywanych
jednoczes$nie, problem jest praktycznie nie do rozwigzania (w rozsgdnym czasie) nawet
dla wzglednie niewielkich rozmiarow danych wejéciowych. O problemach NP-zupelnych
opisanych w trzech scenariuszach tego rozdziatu ksigzki (kolorowanie grafu, zbiory
dominujgce, drzewa Steinera) nie wiadomo, czy sg wykonalne czy nie. Wiekszos¢
informatykow-naukowcow pesymistycznie ocenia szans¢ znalezienia algorytmu
wielomianowego dla probleméw NP-zupetnych. Dlatego udowodnienie, ze dany problem
nalezy do klasy NP-zupetnych jest silng przestanka do uznania go za niewykonalny.
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.Nie potrafie znalezé "Nie potrafie znaleZ¢ .Nie potrafie znaleZ¢ wydajnego
wydajnego algorytmu. wydajnego algorytmu, bo  algorytmu, ale nie potrafiq tego i ci
Jestem zbyt glupr.” taki po prostu nie wszyscy stawni Judzie.”

istnieje.”

Co zrobi¢, gdy nie potrafisz znalez¢ wydajnego algorytmu? Masz trzy mozliwo$ci

Co mozesz zrobi¢, gdy Twdj szef wymaga od Ciebie wydajnego algorytmu, ktory
znajduje optymalne rozwigzanie danego problemu, a Ty nie potrafisz go wymysli¢? Taka
sytuacja miata miejsce wowczas, gdy wspomniana linia lotnicza zorientowala si¢, ze
koszt dzierzawy linii telefonicznej mozna umniejszy¢ przez wprowadzenie punktow
Steinera. Bytoby wspaniale, gdyby$ potrafit (potrafita) udowodnié, ze nie ma
efektywnego algorytmu rozwigzujacego problem w sposob najlepszy z mozliwych. Ale to
jest bardzo trudne — kto wie, czy w przysztosci jaki$ madry programista nie natrafi na
jakie$ podstepne rozwigzanie problemu. Niestety jest wigc mato prawdopodobne, bys
znalazl si¢ w sytuacji, kiedy to kategorycznie mozna wykluczy¢ istnienie wydajnego
algorytmu, czyli uzna¢ problem za niewykonalny. Ale je$li potrafisz pokazaé, ze problem
nalezy do klasy NP-zupelnych, to musisz pamigtac, ze tysigce naukowcoOw zajmowato si¢
juz problemami réwnowaznymi Twojemu i ich proby znalezienia efektywnego algorytmu
zakonczyty sie niepowodzeniem. Krotko mowigc: raczej nie otrzymasz od szefa premii,
ale kary tez nie!

OczywiScie, w rzeczywistosci te problemy wymagaja rozwigzywania na biezaco i dlatego
uzywa si¢ tzw. heurystyk — algorytmow, ktére nie dajg gwarancji znalezienia najlepszego
mozliwego rozwigzania, ale generuja (metoda prob i bledow) rozwigzania dos¢ bliskie
optymalnych. Algorytmy heurystyczne moga by¢ bardzo szybkie, a negatywne
konsekwencje braku mozliwo$ci znalezienia lepszego rozwigzania do$¢ niewielkie, wigc
okazuja si¢ w praktyce by¢ wystarczajaco dobre do wykorzystania. Cho¢ $wiadomos$¢
istnienia nieco lepszego harmonogramu czy nieco lepszego ukladu sieci czy drog moze
by¢ frustrujaca.
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